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Resumo: Neste trabalho, discute-se a conveniéncia da utilizacdo de solvers iterativos em
programas Auto-Adaptativos Hierarquicos no Método dos Elementos de Contorno para
problemas de Elagticidade em duas dimensdes. A solucdo hierarquica pressupde o calculo
por meio de iteracdes, 0 que atorna excessivamente lenta, para um nimero grande de graus
de liberdade. O uso de solvers iterativos em programas adaptativos reduz o tempo de
processamento, pois, na nova iteracdo pode ser utilizada a resposta da iteracdo anterior.
Apresentam-se dois indicadores e estimadores de erro, e fazem-se algumas observagdes no
gue se refere ao tempo computacional gasto por cada um. llustram-se as conclusdes com um
exemplo comparando o ganho obtido com o solver iterativo em relacdo a forma
convencional.
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1. INTRODUCAO

Um dos maiores problemas dos programas adaptativos é o custo computacional em
problemas com grande nimero de graus de liberdade provocado pelas sucessivas iteracdes que
estes programas realizam.

Dentre os principais causadores desse problema, podem se enumerar, o cdlculo dos
coeficientes com a montagem do sistema final de equacfes, o algoritmo que resolve este
sistema, e o indicador e estimador que avalia 0 erro cometido local e globalmente.

A formulacdo hierarquica, no qual as informagdes sd0 armazenadas de uma iteracdo para
aoutra, evitando o calculo dos coeficientes dos nds antigos para as novas iteracdes, bastando



somente agregar 0S novos termos da matriz, minimizou o tempo de montagem do sistema,
porém as dificuldades com a resolucéo do sistema, e aandlise do erro continuaram.

Este artigo, propde solugdes que procuram minimizar o tempo computacional gasto nos
programas Hierarquicos Adaptativos, verificando a eficiéncia e o ganho de tempo que introduz
aincorporacao de Solvers Iterativos. |gualmente faz-se uma analise de tempos computacionais
de duas diferentes técnicas de medicdo de erro.

2. FORMULACAO H-HIERARQUICA ADAPTATIVA

No Método dos Elementos de Contorno, a formulacdo H-hierarquica foi aplicada por
Charafi, Neves e Wrobel (1995), e por Parreira (1992). A idéia é a de se incluir pontos de
colocacdo intermedidrios a0 elemento com fungdes de interpolacdo da mesma ordem das
funcdes precedentes, que podem ser as L angrangeanas convencionais.

A formulacdo P procura, através do aumento do grau da funcdo de interpolacéo,
convergir para a resposta correta. No presente trabalho utilizou-se uma base de funcdes
hierarquicas formada pela familia de polinémios de Legendre Integrados que sdo utilizados no
Método dos Elementos Finitos (MEF), e possuem uma série de propriedades que conduzem a
uma grande estabilidade numérica.

Segundo Zienkiewicz e Zhu (1989), no MEF a formulagdo H fornece para funcbes
lineares e quadréticas uma precisdo entre 5 a 10% medidos na norma global de energia, sendo
especiamente eficiente para p=2 (funcbes quadréticas). Também sabe-se que, em elementos
Cuja resposta é singular, a formulacéo H converge exponencialmente para a resposta correta
enguanto gue na P ha problemas de convergéncia. Por outro lado, em elementos cuja resposta
€ suave, a técnica P converge com mais precisdo e rapidez e com menos graus de liberdade.
Portanto, quando se requer uma alta precisdo com um menor nimero de graus de liberdade, o
recurso aformulacéo H-P é necessario.

A estratégia da formulacdo HP foi estudada anteriormente por Pessolani (1995) e pode ser
melhor visuadizada na fig. 1. O sistema inicial é composto de funcBes Lagrangeanas
guadréticas. Conforme a posicdo do elemento, define-se uma estratégia H ou P para este,
gerando-se novos pontos de Colocagdo, adicionando linhas e colunas ao sistema origina. Apos
a resolucdo deste novo sistema, faz-se o célculo das incognitas e, em seguida, aplica-se um
medidor de erro para aferir 0 quanto a maha est4 adequada. Caso se requeira um novo
refinamento, novos pontos de colocacdo sdo gerados com novas fungdes de interpolacéo, e
adicionados como linhas e colunas na matriz do sistema, resolvendo-se e aferindo-se outra vez
o0 erro. Este processo € repetido até se obter a precisdo requerida.
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Figura 1 - Estratégia HP-Adaptativa
3. ESTIMADORESE INDICADORES DE ERRO
A chave do processo adaptativo € o medidor de erro que fornece um conhecimento

aproximado a respeito do tamanho e da distribuicdo do erro. Esse conhecimento do erro
chama-se indicador sefor local, e estimador se manifestar a medida de erro global.



Com o advento da formulacdo h-hierérquica, Parreira e Dong (1992) desenvolveram
procedimentos de céculo envolvendo residuos adimensionais. Esse célculo basdiase na
obtencdo do chamado residuo caracteristico da solucdo, e interpolando este residuo através da
expressao:

(K =

Nkl’ik (1)

M3

0

onde Nk sdo fungbes de interpolacdo Lagrangeanas associadas aos m+1 nds dentro do
elemento k. Pelo Método da Colocagdo no MEC, sabe-se que para uma aproximacdo de grau
n, o residuo é nulo nos n+1 pontos de colocacdo. Calcula-se, portanto, os residuos nos pontos
de col ocacdo acrescentados:

r= E NI @)

i=n+l

As fungdes de grau entre Ny:1 € Nu S80 as acrescentadas no processo hierarquico.
Calcula-se o residuo em cada né hierarquico, utilizando-se os termos adicionais da matriz A e
do vetor b:

Ne

(= A% —bp =5 Ay by 3)
B

sendo x asolucdo atual..
Uma vez calculados os valores de r¥, osindicadores sdo calculados a partir da expressao:

()\lf)z = Z C|ml’iI I’km (4)
[,m
onde nanormal».
1
Gim = L [ NNy ()
-1

Analisando-se esta estratégia, nota-se que esta formulagdo utiliza os proprios coeficientes
calculados no processo hierdrquico, agilizando o processo. Ha porém criticas quanto a
defini¢do do residuo caracteristico, necessério paratornar o medidor adimensional.

Numa outra linha de estimadores e indicadores de erro, ha a técnica chamada de Reandlise
Local cujo algoritmo € mostrado nafig. 2.
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Figura 2. Fluxograma da Reandlise elemento por elemento.

Esta técnica mede o grau de ateracdo da solucdo no elemento. Para ta, discretiza-se
somente 0 elemento que esta sob andlise e monta-se um sistema admitindo somente como
incognitas os valores nesse elemento. Verifica-se assim, o grau de ateracdo da solucdo que o
elemento terd, avaliando-se em funcdo disso o erro. Uma critica que de antemao pode ser feita,
€ que este procedimento torna-se demasiado lento quando o nimero de elementos cresce
exageradamente.

4. SOLVERSITERATIVOS

O Solver Iterativo parte de um vetor solucéo inicial e através de uma série de iteracoes
converge para a resposta correta dentro de uma tolerancia pré-fixada. A taxa de convergéncia
aumenta na medida em que este vetor inicial esta mais proximo do vetor solucéo final. A
utilizagdo do Solver Iterativo nos programas adaptativos traz um grande atrativo pelo fato de
gue o vetor pode ser iniciadlizado com a solucéo da iteracdo anterior, estando portanto ja mais
proxima da solucdo final. A toleréncia pode ser fixada com valores que fornecem uma resposta
pouco acurada (1.e-3), acurada (1.e-6) ou muito acurada (1.e-10).

O Solver implementado usa o algoritmo GMRES desenvolvido por Saad e Schultz (1983)
e por Shakib e Hughes (1989). Para sua utilizacgo é necessaria a definicdo do subespaco de
Krylov utilizado para representar o vetor solucéo. Este subespaco se for superdimensionado
exigira um consideravel espaco de memodria, €, ao contrario, se for subdimensionado, o solver
fornecera respostas incorretas. E importante encontrar um ponto ideal que fornega bons
resultados com um desempenho racional da maguina. Em micros com pouca capacidade de
memoria atendéncia serd utilizar dimensdes menores.

5. EXEMPLOS

Para uma primeira comparacéo entre os Solvers, discretizou-se o exemplo da fig. 3 com
um refinamento uniforme ao longo do contorno. Na tabela 1 ilustra-se o tempo computacional
gasto com diferentes nimeros de graus de liberdade, dimensionando o subespaco de Krylov
com 20 e 50% da dimensdo total do sistema e tolerancia muito acurada, e compara-se com 0
tradicional método de eliminacdo de Gauss.



Tabela 1.- Comparacdo dos tempos computacionais totais dos solvers.

Graus de Lib. Gauss Krylov=20% Krylov=50%
48 43" 94" 61"
96 3"80™ 8"80™ 6"70™
192 41"64" 48"02" 40"52"
296 245"07 451"10™ 2'47"96"
446 1003"17" 946"15" 6'58"30"

Dessa tabela pode-se concluir que a utilizagdo de Solvers Iterativos traz um ganho
substancial no tempo de processamento quando se trabalha com um maior nimero de graus de
liberdade. No tocante a definicdo do subespaco de Krylov, verificou-se que este funcionou
para valores entre 20 a 50% do tamanho total do sistema. A reducdo desse valor para menos
de 20% trouxe problemas com a resposta encontrada. Ao se acrescer para valores superiores a
50%, o tempo computacional aumentou e a resposta permaneceu inalterada. Esse valor deve
ser convenientemente estudado para cada exemplo e malha adotada.

Para se testar a eficiéncia dos medidores em conjunto com 0s solvers para um maior
nimero de Graus de Liberdade, foi resolvido o problema proposto abaixo com o uso da
formulacéo H, adotando-se a discretizacdo inicial que estd mostrada na fig. 3, com a indicacéo
da numeracéo dos elementos.
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Figura 3 - Exemplo adotado com discretizacéo inicia

No medidor baseado no calculo do residuo foi adotado uma tolerancia pequena de 0,025,
ao passo que no medidor da Reandlise a tolerancia foi de 0,01. Para se evitar problemas de
super-refinamento que podem levar a problemas de integracéo e de mau condicionamento, foi
permitida a discretizagdo somente até a 22 iteracao nos elementos situados no engaste (25 a 32)
e ha adjacéncia aos do engaste (1 e 24).

Os resultados finais das discretizacfes estdo mostrados na fig. 4. Na 12 iteracdo o medidor
da Reandlise discretizou os elementos 2 a21 e 24 a32. Na22 oselementos9a2le25a32, e
na 32 os elementos 9 a 11 e 13 a 21. Com o medidor de Parreira, além de serem discretizados



todos os elementos da 12 para a 22 na 22 foram discretizados os elementos 2, 3, 14 a 19 e 31.
Na 32foram discretizados os elementos 15 a 19.

H-Residuo :
328 Pontos de Colocacéo i

H- Reanalise :
300 Pontos de Colocacéo

Figura4 - Discretizac8o final para s medidores.

Na figura 5 ilustra-se a resposta final nos elementos criticos onde houve diferenca de
discretizacdo entre os dois medidores. Nota-se que a diferenca entre as duas solucbes é
desprezivel, o que leva a conclusdo que o medidor da Reandlise discretizou em demasia 0s
elementos, talvez pelo fato de se ter fixado um valor para a toleréncia muito pegueno.

Figura 5 - Comparacdo entre as respostas das forcas de superficie e dos deslocamentos dos
medidores da Reandlise e do Residuo nos elementos 12 a 18 e 25 a 32 indicados nafig. 3.

Os tempos computacionais totais ilustram-se na tabela 2. Para os Solvers Iterativos, nas
iteracOes intermedidrias colocou-se uma tolerancia que fornece uma resposta acurada e na
ultima uma tolerancia muito acurada, com vistas a se diminuir o tempo de processamento.

Tabela 2 - Comparacao dos tempos computacionai s totais dos respectivos medidores

Gauss Krylov=50%
Reandlise 13'40" 11'50"
Parreira 10'04" 7'07"

Como pode-se reparar, 0 medidor de Residuo mesmo utilizando um maior nimero de
graus de liberdade traz um ganho computacional da ordem de 40% em relacdo ao medidor da
Reandlise. O rendimento € ainda melhor quando se utiliza em conjunto com um solver



iterativo, que inicializa o vetor solugdo com a solucéo da iteracdo anterior com uma tolerancia
acurada nas iteracfes intermediérias e muito acurada naiteracdo final.

A dimensdo do subespaco de Krylov deve ser melhor estudada. Para computadores com
grande capacidade de memoria, o usual seratentar comegar com valores mais altos.

6. CONCLUSOES

Os medidores de erro analisados mostraram, quanto a discretizacdo, serem semelhantes e
eficientes. O indicador de Parreira é mais direto, pois se vale da formulacdo adaptativa
calculando os seus termos mediante as linha e colunas acrescentadas. 1sso possibilitou uma
consideravel economia computacional. Também apresentou uma maior estabilidade numérica,
com um refinamento mais uniforme ao longo do contorno.

O indicador da Reandlise, por vezes refinou exageradamente determinados elementos
provocando problemas de convergéncia. Também mostrou ser mais dispendioso na medida em
gue exige a montagem de peguenos sistemas de equacdes para cada elemento que sofre a
reandlise. A solucéo deste sistema é rapida, porém o somatério do tempo gasto nas montagens
ao longo de todo o contorno, € demorado exigindo um maior tempo computacional. Esta
dificuldade cresce com um maior nimero de elementos ou de graus de liberdade.

Por ultimo, a utilizacdo de um Solver Iterativo em problemas com um nimero elevado de
graus de liberdade (mais que 300) em programas adaptativos € vantgjosa, na medida em que a
iteracdo seguinte comega com as respostas da iteracéo anterior, 0 que leva a uma economia de
tempo de processamento computacional.
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COMPUTATIONAL EFICCIENCY IN PROBLEMSWITH A LARGER
NUMBER OF DEGREES OF FREEDOM FOR ADAPTIVE H-P HIERARCHICAL
FORMULATION APPLIED TO BOUNDARY ELEMENT METHOD

Abstract: The present paper is concerned with the analysis of the HP-Adaptive Hierarchical
formulation applied to the Boundary Element Method for problems which have a great
numbers of degrees of freedom. An iterative solver is tested to compare the convergence tax
whith the standard one. Also, some suggestions and observations about the error’sindicators
and estimators are made to improve the solution.
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